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MaxN.

4.) Madtrizok szorzdsa:
Legyen A € My, n(C) és B € Mp, p(C)
akkor C = A-B € Mm,p(C), ahol c;; =

n

Y ajpby;, V(i,j) € MaN a szorzatuk.

k=1

Tulajdonsdgok:

a.) (AB)C = A(BC);

b.) Alp = InA(A semleges elem) I, =
AR

1 (0]
0 1 0

[ : : ~ : € Mm,n(C);
0o 0 S i

c.) (A4 B)C = AC + BC;

d.) A(B+ C) = AB + AC.

12.3 Determinansok

A determindns fontos szerepet jdtszik a
linedris egyenletrendszerek
megoldhatésdgdnak feltételeinél.
Definicidja elsé ranézésre bonyolultnak,

és
mesterkéltnek tinhet, de - mint minden-
nek a

matematikdban - a determindns fogalom-

nak is megvan a maga szemléletes jelen-
tése.

Legyen
meo
n

A= . . . € My (C);
apl o ann

Ertelmezes 12.7. Az A madtriz deter-
mindnsdn a kdvetkezé szdmot értjiik:
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det A =

UEZS €(9)a14(a)220(2)  Cno(n)

aryl A1n

@21 a2n
det A =

an1 Sl ann

det A = a;1A4;1 +a;jpA;0 + ... +
@inAjn, ahol A;j a;; algebrai komple-
mentuma.

Ha C = AB, akkor det C = det A -
det B(A, B,C € Mn(0)).

Masod?‘endu determindnsok:
| &3l G833 |=ari1a20 —ajan;
chmadrendu dete'rmznansok
alyl ajy

a2zl a22 "'23
‘ a31 @32 @33
ajjazzazztazjagzaiztajzazzazy —
—a31a22@13—a11332023 321312433

12.4 Matrixok inverze
Legyen A € My (C), ha det A # 0 létezik

A=l e My (©) dh. AATY =1, I, az
egységmadtric.

A1 o Ani
1 A2 oo Ap2
A"l =
det A )
Alp o Ann

12.4.1 Tr(A)
1) Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B);
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2) Tr(AB) = Tr(BA);

3) (A+ B)t = At 4 BY;

4) (AB)t = Btat;

5) B2 = B akkor idempotens B ;
6) X2 — (TrX)X + (det X)Ig = Oo;
7) det Al = det A;

8) det(Al + I,) = det(A + In);

9) AA* = A*A = (det A)Ip,.

12.4.2 Rang és determinans

1) Ha az A mdtriz determindnsdnak
kiszdmitdsa sordn két sort vagy oszlopot
felcseréliink a determindns eljelt vdlt;

2) Ha egy sort megszorzunk a-val, akkor
a determindns értéke szorzdédik a-val;

3) Ha egy determindnsnak két sora vagy
oszlopa megegyezik vagy ardnyosak, akkor
a determindns értéke 0;

-1 _ 1 *
AT = qerad’y

5) A+ At =0y = det A =0
(antiszimmetrikus mdtriz);

6) det(a—1) = (det A)~1;
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rendszer &sszeférhetsé hatdrozatlan ha:

a) r=m < n;

b.) r < min(m, n) és rangA = rangA =

Az (S) rendszer Gsszeférhetetlen ha r <

min(m,n) és rangA = r + 1.

13.3 Homogén rendszerek (b; = 0)

1.) Osszeférheté hatdrozottak (a1
9 = ...=xpn =0) dacar =n

2.)Osszeférhets hatdrozatlan har < n.

14 Trigonometria

14.1 Trigonometriai képletek

1) sin2 @ + cos2 @ = 1;

2 1
2) 14 tan? 2 = —L—;
) + an- @ cos $,

ot — 1 .
3) 1+cot?e = by
4)sinz:cos(%71>;

5) cosw = sin (% — x);

6) tanw = cot (5 — a);

7) cotx =tan(% 7:1;);

8) tan x

>

@ > sinz, Vo € (0, §);

9) cos(z + y) = cos(z) cos(y)—
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— sin(x) sin(y);

10) sin(z + y) = sin(z) cos(y)+
+sin(y) cos(w);

11) tan(e 4 y) = tan(@)ttan(y)

1—tan(x) tan(y ;

cot(z) cot(y)—1

12) cot(z +y) = cot(x)+cot(y) ’

18) sin(z — y) = sin(z) cos(y)—
— sin(y) cos(z);

14) cos(x —y) = cos(z) - cos(y) +sin(z) -

sin(y);
15) tan(e — y) =

_ ) = cob(@) cot(y)+1
16) cot(x y) = cot(y)—cot(y
17) sin(2z) = 2sin(x) cos(z);

18) cos(2z) = cos?z — sin?ax =
2sin?z = 2cos2 x — 1;

19) sin 3z = 3sinx — 4sin’ x;

20) cos(3z) = 4cos3(x) — 3cos(x);

21) cos (§) = | Lregele),

22) sin (§) = | 1=sg=),

tan(z)—tan(y) .

14tan(x) tan(y) ’

1 —
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2)Ha (ap) egy alulrsl korldtos sorozat,
és csdkkend akkor an, komvergens.

Tétel 15.2. Ha x, egy pozitiv valds

E
szdmsorozat amelyre % = 0.

n

1) Ha ¢ < 1, akkor xy, konvergens, és
lim zy, = 0.
2) Ha £ > 1, akkor xy divergens &s
LIS co.
8) Ha £ < 1, akkor ypn = E?:l xpn kon-
vergens.
4) Ha > 1, akkor yn divergens.

15.2.1 Alaphatarértékek,
konvergencia kritériumok

1) limp oo Wn = 1;
2) limp oo (1 + %)" =e;

=e;

itnp oo (14 £)7F1

4) Legyen en = (1 + %)” és
en = (14+ L)" T Akkor en < epgas
ésén > Epy1s

5) #_1 <in(n41)—In(n) < L, vn >

;

6) cn =2+1+. . +1—n(n) konver
gens és a hatdrértéke c, amit Buler-féle
dllandénak neveziink;

7) Ha lim 2y, = oo akkor
. 1 \%n _ .
limp oo (14 Z5)"" = e
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8) Ha lim @y, = 0 akkor
1

limy oo (14 2p) Tn = e;

9) Ha lim zy, = 0 akkor
a®n —1

lim
n—oo T

=Ina;

9’) Ha limxy = 0 akkor
oo mAFER) _ g
n

10) limp oo (" HRF DI — ¥al) = 1

11) (Cesaro-Stolz) limp—oo §1- =
n

Intl=9n oy
bpt1—bn’ "
monoton és nem korldtos

limp — o0

12) Ha limxyp = Z,\alcko'r

\

nleOO Wxy - Ty - ... T = £;

18) Ha lim xy = £, akkor

plilhg — 2 2k =6

14) (Cauchy-D’Alambert) Ha létezik
limp — oo ;‘ 1 ,akkor
n

Tn41
i 7, - 1 nrl
nh Vay = nl)m
b oz
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15.5.3 Elemi fiiggvények derivaltjai
1) f(z) = ¢ = f'(z) =0;
2) f(z) =2 n €N = f(z) = na"~1;

3) f(z) = 2", r € R,z >0 = f/(z) =
ra” =1

4) f(z) = vz, x> 0= f(z) = 2\1/?

5) f(z) =In(z),z > 0= f/(z) = 1

6) f(z) = a®,a # 1,a > 0,z > 0 =

f'(z) = a® In(a);

7) f(e) = T = f(x) = €75

8) f(z) = sin(z) = f' (=) = cos(z);

9) f(z) = cos(z) = f'(z) = —sin(x);

10) f(z) = tan(z),z # 2k +1)5 .k €

L= 1) = oy

11) f(z) = cot(a),z # km,k € Z =
—1

o) = sinZ(z)

12) f(z) = arcsin(z), = € [0, 1] =

f(@) = ﬁ—lm ;

y

18) f(z) = arccos(z), z € [0,1] =
) = —=L5;

e
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a < ag kévetkezik, hogy f(“agiéia ) <
fla)=f(z) o flaz)=f(a).
a—x - az—a ’

15.8.1 Primitivalhaté fiiggvények
1)Ha f : R* — R fiiggvénynek van prim-

itivje €s g : R — R folytonos akkor fg-
nek is van primitivje.

2) Ha f : [a,b] — R(a < ¢ < b) van
primitive [a, c] és [c, b]-n akkor f prim-
itivalhats [a, b]-n.

8)Ha f : R — R primitivdlhaté, g : R —
R derivdlhats, folytonos a g'-t, g(x) #

0, h : R — R egy primitivie g-nek akkor
f o h primitivdlhato.

4) Ha

_ fi(z),z € [a,b] NQ
r@={ B9S2

primitivdlhaté
akkor f1 = fo és folytonosak.
15.8.2 Integralhaté fiiggvények

1) Az f : [a,b] — R integrdlhaté akkor
és csak akkor ha megszdmldlhatsé pontok
halmaza megszamldlhato.

2) Ha f : [a,b] — R integrdlhats akkor
akkor integralhats a [c, d] C [a, b],

3) Ha f : [a,b] — R monoton akkor in-
tegrdlhato.
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4) Ha f : [a,b] — R integrdlhats és
Darboua-tulajdonsdgi akkor 3c € (a, b) :

12 f(zydz = f(e)(b — a)

5) Ha f : [a,b] — R folytonos és g :
la, b] — R integrdlhats, akkor 3¢ € (a, b) :

18 f(@)g(x)de = f(e) 18 g(z)da.
16 Algebrai struktarak

16.1 Csoportok

Egy (G, o) pdrt, mely egy nem tires G
halmazbsl és egy o : G X G — G belsé
maveletbsl dll csoportnak nevezink ha
teljestilnek az aldbbiak:

Zdrsdg axiéomdja: Va,y € G = x o
y € G.

Asszociativitds: Vo, y,z € G, (z o
y)oz=xzo0 (yoz)

Semleges elem : 3e € G gy, hogy
eoxr=xz0e=ux, Ve € G

Inverz elem : Vo € G estén létezik
y € G azzal a tulajdonsdggal, hogy o
y=yox =e.

Ha teljesiil a kommutativitds is,
vagyis: Va,y € G, voy = yowm, akkor a
(G, 0) csoportot kommutativ vagy Abel-
csoportnak neveziink.

16.1.1 Tulajdonsagok és nevezetes tételek

Tétel 16.1. (A Lorenz-csoport)
Legyenek a > 0, G = (—a,a), 0oy =
. Ekkor a (G, o) egy Abel-csoport.

1+a

Tétel 16.2. Legyen (G, 0) egy csoport
és HC G. Ha H # 0 és barmely @,y €
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